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L'idée générale de 
ette note est de dé
rire les propriétés et l'évolution d'un 
hamp depo
hes tel que 
elui apparaissant dans les simulations présentées par Marat Khairoutdi-nov au 
ongrès CFMip-GCSS de Toulouse 2008. Le �lm le plus parlant présenté par MaratKhairoutdinov montrait le 
hamp d'humidité à 2m dans une simulation d'une journée del'expérien
e GATE. On y voyait des apparitions de 
olonnes 
onve
tives, a

ompagnées 
ha-
une d'un 
ourant de densité 
ir
ulaire, s'étalant à partir de 
haque 
olonne. Lorsque deuxpo
hes froides entraient en 
ollision, une nouvelle 
olonne 
onve
tive apparaissait en leurpoint de 
onta
t et une nouvelle po
he froide naissait, s'étalant par dessus les deux autres,lesquelles s'estompaient peu à peu. Au bout d'un moment, on ne voyait plus qu'un grouille-ment de po
hes s'é
rasant mutuellement et donnant naissan
e à de nouvelles po
hes lors de
haque ren
ontre.Il s'agit i
i de 
onstruire un modèle simpli�é de 
e 
omportement d'une population depo
hes froides. On ne va 
onsidérer que les po
hes (et omettre totalement les 
olonnes 
onve
-tives), supposer qu'elles s'étalent ave
 une vitesse uniforme 
onstante et que 
haque 
ollisiontuent les deux po
hes 
on
ernées et en 
rée une nouvelle. Évidement, si le nombre de po
hesdiminue d'une unité à 
haque 
ollision, la population de po
hes va rapidement s'évanouir.Il faut don
 supposer un taux de 
réation de po
hes indépendant des 
ollisions : 
e r�le,qui serait joué par les 
ollonnes 
onve
tives dans un modèle plus 
omplet, va i
i être re-présenté par un taux de 
réations de po
hes proportionnel à la longueur totale des frontsde rafales ; on représente grossièrement ainsi le fait que 
e sont les 
olonnes 
onve
tives qui
réent les po
hes, que 
es 
olonnes sont induites par la Alp due aux po
hes et que 
ette Alpest proportionnelle à la longueur des fronts de rafales.Le modèleOn 
onsidère une population de po
hes dont la répartition en fon
tion du rayon r estdé
rite par une densitè spe
trale n(r) d'intégrale D, où D désigne la densité de po
hes (lenombre de 
entres de po
hes par unité de surfa
e). La dynamique de population est dé�niepar :� Les po
hes naissent ave
 un rayon r0.� Les rayons des po
hes 
roissent uniformément ave
 la vitesse C∗.� Lorsque deux po
hes se tou
hent (entrent en 
ollision), les deux po
hes disparaissentet une nouvelle po
he, 
entrée en leur point de 
onta
t, naît (ave
 le rayon r0).� Il y a en outre un taux de naissan
e des po
hes proportionnel à la longueur des frontsde rafales : il naît α po
hes par unité de temps et par unité de longueur de front derafales. 1



Noter que la densité D est de dimension L−2, la densité spe
trale n de dimension L−3 et letaux α de dimension L−1T−1.Equations d'évolutionNous allons travailler dans un premier temps ave
 la fon
tion de répartition N(r) plut�tqu'ave
 la densité n(r) :
N(r) =

∫ r

r0

n(r′) dr′et on a : N −→ D lorsque r −→ ∞.Pour é
rire l'équation d'évolution, on é
rit que, pendant un intervalle de temps δt, lapopulation N(r) de po
hes de rayon inférieur à r varie de δN(r) sous l'a
tion de troispro
essus :� Toutes les po
hes ayant un rayon 
ompris entre r−C∗ δt et r quittent 
ette population ;� Les naissan
es de po
he font 
roître le nombre de po
hes de α LG δt, où LG désigne lalongueur totale de front de rafales par unité de surfa
e (LG est de dimension L−1) ;� L'ensemble des 
ollisions fait varier 
ette population de Γtot(r) δtSoit :
δN(r) = −[N(r) − N(r − C∗δt)] + αLG δt + Γtot(r) δtL'e�et des 
ollisions peut se dé
omposer en plusieurs 
ontributions :� 
haque 
ollision entre po
hes de rayons inférieurs à r induit une diminution d'une unitéde N(r).� 
haque 
ollision entre po
hes de rayons supérieurs à r induit une augmentation d'uneunité de N(r).� les 
ollisions entre po
hes de rayon inférieur à r et po
hes de rayon supérieur à r n'ontau
un e�et sur N(r).On voit que si on détermine le taux de 
ollisions Γ(a, b) entre po
hes de rayons 
ompris entre

a et b, alors l'équation d'évolution va s'é
rire :
∂tN(r) = −C∗ ∂rN(r) + αLG + Γ(r,∞) − Γ(r0, r)Détermination du taux de 
ollision Γ(a, b)Pour déterminer Γ(a, b), on 
al
ule d'abord le nombre de 
ollisions Γ1(r, a, b) pour une po
hede rayon r, puis on somme sur toutes les po
hes, puis on divise par deux, 
haque 
ollisionayant été 
omptée deux fois :
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Γ(a, b) δt =
1

2

∫ b

a

dr n(r)Γ1(r, a, b) δt

Γ1(r, a, b) δt = Nbre de 
ollisions entre une po
he donnée de rayon ret les po
hes de rayons 
ompris entre a et b, pendant δt

=

∫ b

a

dr′{Nbre de po
hes de rayon r′ dont les 
entressont dans la 
ouronne [r + r′, r + r′ + 2C∗δt]}

=

∫ b

a

dr′2π (r + r′) 2C∗ δt n(r′)

(1)
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Il vient :
Γ(a, b) =

1

2

∫ b

a

dr

∫ b

a

dr′4π (r + r′) C∗ n(r) n(r′)

=
1

2

∫ b

a

dr

∫ b

a

dr′4π r C∗ n(r) n(r′)

+
1

2

∫ b

a

dr

∫ b

a

dr′4π r′ C∗ n(r) n(r′)

(2)Les deux termes du deuxième membre sont égaux (on passe de l'un à l'autre en permuttantles deux variables d'intégration r et r′). Γ(a, b) s'é
rit don
 :
Γ(a, b) =

∫ b

a

dr

∫ b

a

dr′4π r C∗ n(r) n(r′)L'intégrale sur r′ est égale à N(b) − N(a). On obtient don
 :
Γ(a, b) = 4π C∗ [N(b) − N(a)]

∫ b

a

dr r n(r)Introduisons maintenant le rayon moyen R(r) des po
hes de rayon inférieur à r :






R(r) =
1

N(r)

∫ r

r0

dr′ r′ n(r′) ;pour r > r0

R(r0) = r0

(3)Le taux de 
ollision Γ(a, b) s'é
rit alors :
Γ(a, b) = 4π C∗ [N(b) − N(a)] [R(b)N(b) − R(a)N(a)] (4)Détermination de la longueur de front de rafales par unité de surfa
e LGLa longueur de front de rafales pour une po
he est 2π r. La longueur totale de front derafales par unité de surfa
e est don
 :

LG =

∫ ∞

r0

2π r n(r) drque l'on peut exprimer à l'aide du rayon moyen R∞ :
LG = 2π D R∞Equation d'évolution de N(r)Compte tenu des valeurs de N(r) aux extrémités (N(r0) = 0 et (N(∞) = D), le taux de
ollision Γtot s'é
rit :

Γtot(r) = 4π C∗D[D R∞ − N(r)(R(r) + R∞)] (5)L'équation d'évolution s'é
rit alors :
∂tN(r) = −C∗ ∂rN(r) + 2πα D R∞ + 4π C∗D[D R∞ − N(r)(R(r) + R∞)] (6)3



Soit :
∂tN(r) = −C∗ ∂rN(r) + 2π D R∞ [α + 2 C∗(D − N(r))] − 4π C∗D N(r)R(r) (7)Equation d'évolution de la densité DA l'in�ni, l'équation (7) donne l'équation d'évolution de la densité D :

∂tD = 2π D R∞ [α − 2 C∗ D] (8)Cette équation parti
ulièrement simple se 
omprend mieux si l'on y fait apparaître LG :
∂tD = α LG − 2 C∗ D LGen e�et, le premier terme est le taux de 
réation de po
hes proportionnellement à la longueurde front de rafales, et le se
ond est le puit lié à la disparition d'une po
he à 
haque 
ollision(2 C∗ LG δt est l'aire de la bande d'épaisseur 2 C∗ δt où se trouvent les 
entres de po
hesqui vont subir une 
ollision pendant l'intervalle δt ; et 2 C∗ D LG δt est le nombre de 
entresde po
hes situes dans 
ette bande).On trouve don
 que la densité est rappellée en permanen
e vers α/[2 C∗], ave
 un tempsde relaxation τ = 1/[2 LG C∗], 
'est-à-dire , si la densité D est pro
he de α/[2 C∗],

τ = 1/[2π α R∞].Nous passons maintenant au régime permanent, pour lequel on a :
D =

α

2 C∗Équations en régime stationnaireOn part de l'équation (7) où l'on suppose ∂tN = 0 et α = 2C∗D :
C∗ ∂rN(r) = 4π D [2 C∗D R∞ − C∗N(r)(R(r) + R∞)] (9)En dérivant 
ette équation par rapport à r, on obtient une équation pour la densité n(r) :

C∗ ∂rn(r) = − 4π D C∗n(r)[r + R∞] (10)(où on a utilisé la relation évidente ∂r(N(r)R(r)) = n(r) r), à laquelle on doit asso
ier la
ondition initiale obtenue en prenant r = r0 dans l'équation (9) :
n(r0) = 8π D2 R∞ (11)On véri�e fa
ilement que 
es équations admettent une solution unique :

n(r) = 8π D2 R∞ exp[2π D(r0 + R∞)2] exp[−2π D(r + R∞)2] (12)La distribution des rayons apparaît 
omme une queue de gaussienne, le sommet de la gaus-sienne étant en −R∞. 4



Pour 
lore les formules, il reste à déterminer le rayon moyen R∞. Pour 
ela il su�t d'é
rireque D =
∫ ∞

r0

n(r)dr. On obtient ainsi une équation où la seule in
onnue est le rayon moyen
R∞ :

1 = 8π D R∞ exp[2π D(r0 + R∞)2]

∫ ∞

r0

exp[−2π D(r + R∞)2] dr (13)En posant r′ = r
√

D, R′
∞ = R∞

√
D et r′

0
= r0

√
D, on obtient une équation en R′

∞dépendant uniquement de r′
0
:

1 = 8π R′
∞ exp[2π (r′

0
+ R′

∞)2]

∫ ∞

r′
0

exp[−2π (r′ + R′
∞)2] dr′ (14)La solution va être une fon
tion R′

∞ = f(r′
0
), 
e qui donnera R∞ = f(r0

√
D)/

√
D.Détermination de R′

∞On va utiliser la fon
tion Erf
 dé�nie par :Erf
(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−u2

duPour 
ela, on pose :
u′ =

√
2π(r′ + R′

∞) et u′
0

=
√

2π(r′
0
+ R′

∞)L'équation 14 s'é
rit alors :
1 = 2

√
2π R′

∞ eu′2

0 Erf
(u′
0
) (15)
e qui dé�nit une relation R′

∞ = g(u′
0
)Le graphe de g est tra
ée sur la �gure 1, ainsi que les droites r′

0
= 0 (équation : u′

0
=√

2π R′
∞) et r′

0
= 0.1 (équation : u′

0
=

√
2π(0.1+R′

∞)). On voit que, pour r′
0

= 0, R′
∞ ≃ 0.17et, pour r′

0
= 0.1, R′

∞ ≃ 0.23.Le graphe de g étant à peu près une droite, on va faire l'approximation :
R′

∞ = aR + bR u′
0

ave
 aR ≃ 0.11 et bR ≃ 0.16On en tire l'expression de R′
∞ en fon
tion de r′

0
:

R′
∞ =

aR +
√

2πbRr′
0

1 −
√

2πbR

(16)Détermination de R∞L'expression de R∞ en fon
tion de r0 s'é
rit alors :
R∞ =

aR√
D

+
√

2πbRr0

1 −
√

2πbR

(17)soit, approximativement :
R∞ ≃ 0.18√

D
+ 0.7 r05
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Si, par exemple, 1/
√

D = 10 r0 (l'espa
ement moyen entre les po
hes est 10 r0), alors
R∞ ≃ 2.5 r0.Détermination de la fra
tion surfa
ique moyenne σwLa surfa
e de 
haque po
he étant πr2, la fra
tion surfa
ique des po
hes s'é
rit :

σw =

∫ ∞

r0

πr2 n(r) drL'intégrale peut être ré
rite à l'aide des variable R′
∞ et u′ ; on obtient :

σw = 8π2R′
∞eu

′
2

0

∫ ∞

r′
0

(
u′

√
2π

− R′
∞)2 e−u

′
2 du′

√
2πAprès développement, il vient :

σw = 2π R′
∞eu′2

0 [Erf
(u′
0
)(

1

2
√

2
+

2π√
2
R

′
2

∞) − (R′
∞ − r′

0
)e−u′2

0 ]En utilisant l'équation (15), on peut éliminer u′
0
. On obtient :

σw =
1

4
[1 − 4πR′

∞(R′
∞ − 2r′

0
)] (18)Si on substitue dans 
ette équation l'expression (16) de R′

∞, on obtient une dépendan
equadratique de σw sur r′
0
(graphe dans la Fig. 2). On 
onstate que pour des valeurs raisonablesde r′

0
(i.e. en-dessous de 0.2, la fra
tion surfa
ique 
ouverte par les po
hes reste inférieure à30%.Mise en oeuvreL'idée serait de ne traiter que la densitè D 
omme variable d'état (obéissant à l'Eq. (8)),les autres variables étant données par des équations diagnostiques (R′

∞ donné par l'Eq. (16),
σw par (18)).Il faut alors se donner deux paramètres : (1) le taux de 
réation de po
hes α ou, de façonéquivalente, la densité en régime permanent Deq = α/(2C∗) ; (2) le rayon initial r0 ou lerapport r′

0
du rayon initial à l'espa
ement.Lorsque la 
onve
tion apparaît, si on garde l'image de la simulation de Marat Khairoutdi-nov, la valeur initiale de la densité D va être faible, par exemple Deq/10 ; ensuite la densité va
roitre jusqu'à Deq ave
 un temps 
ara
téristique τ = 1/[2π α R∞]. En prenant Deq = 10−9(
e qui donne un espa
ement de 30 km) et r′

0
= 0.1 (
e qui donne r0 = 3 km), on trouve

RRi = 7.5 km et α = 2 10−8, 
e qui donne τ = 1000 s.
7



Fig. 2 � Graphe de la fon
tion σw = 1

4
[1 − 4πR′

∞(R′
∞ − 2r′

0
)].
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