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Le but de 
ette note est de modéliser sommairement les propriétés et l'évolution d'un
hamp de po
hes froides se développant dans des 
onditions analogues à 
elle ren
ontréesau Sahel pendant la saison de mousson. Le 
as tiré de l'expérien
e Hapex92 et ayant servi àmettre au point le modèle des Wakes fournit un exemple d'un tel 
hamp de po
hes. On voit,dans les simulations réalisées ave
 Méso-NH (thèse d'Aïda Diongue, CD-Rom de simulationsMéso-NH), d'abord apparaître une multitude de petites po
hes froides qui grossissent, puisfusionnent, donnant peu à peu une ou deux très grosses po
hes dont les fronts de rafalesse propagent a

ompagnés du système 
onve
tif. On va don
 essayer de 
onstruire un mo-déle d'évolution d'une population de po
hes froides, dans lequel les po
hes grossissent parétalement et fusionnent dès qu'elles entrent en 
onta
t.1 Elaboration du modèleDans un modèle un peu "
omplet" de 
e pro
essus les po
hes se répartissent en fon
tiondu rayon r. Les rayons des po
hes 
roissent par étalement ave
 une vitesse C∗. La ren
ontreentre deux po
hes mène à une po
he de surfa
e égale à la somme des surfa
es des deux po
hesinitiales ; éventuellement, la po
he résultant de la 
oales
en
e peut ren
ontrer, au momentmême de la 
oales
en
e, une troisième po
he ; autrement dit, il peut y avoir des intera
tionsà plus de deux po
hes. Notons que, dans un tel modèle, la 
roissan
e des rayons se fait à unevitesse imposée et le pro
essus de 
oales
en
e est dis
ontinu. Ce
i ne sera plus vrai dans lemodèle simple que nous allons 
onsidérer à la sous-se
tion (1.2).1.1 Evolution initiale de la densitéNous 
ommençons par 
onsidérer la phase initiale de 
roissan
e, 
'est-à-dire 
elle oules rayons des po
hes sont très petits devant l'espa
ement moyen (noter l'équivalen
e entre

σw << 1 et r << δ ≃ 1/
√

D). Pendant 
ette phase, les po
hes ayant 
onnu une 
oales
en
esont rares, 
e qui permet de négliger les po
hes 
onnaissant plusieurs 
oales
en
es. Dans
es 
onditions, on peut 
onsidérer que les 
oales
en
es ont lieu entre po
hes ayant toutes lemême rayon r.Nous 
onsidérons don
 une population de po
hes 
ir
ulaires identiques (elles ont toutesle même rayon r et 
roissent toutes à la même vitesse), réparties de façon statistiquementhomogène dans un plan in�ni ave
 une densité D. Nous nous limitons à un grande domaine(Σ) d'aire Σt (grand veut dire que D Σt >> 1), dans lequel nous supposons qu'il y ainitialement N po
hes (ave
 N ≃ D Σt). 1



La 
ouverture surfa
ique des po
hes est :
σw = πr2 N

ΣtSupposons que le rayon des po
hes 
roisse de r à r + δr, induisant δN 
oales
en
es ; simul-tanément le nombre de po
hes dé
roît de N à N − δN . Cha
une des 
oales
en
e 
on
ernedeux po
hes dont la distan
e des 
entres est 
omprise entre 2r et 2(r + δr) (n'oublions pasque le rayon des po
hes est petit devant l'espa
ement, 
e qui permet de négliger les 
oales-
en
es à trois po
hes). Pour estimer leur nombre, 
onsidérons l'ensemble E des 
ouronnes
[2r , 2(r + δr)] 
entrées sur 
haque po
he. Tout 
entre situé dans E est asso
ié à une po
heimpliquée dans une 
oales
en
e et, ré
iproquement, toute 
oales
en
e 
on
erne deux po
hesdont les 
entres sont dans E . Comme il y a deux 
entres par 
oales
en
e, le nombre de 
oa-les
en
es est égal à la moitié du nombre de 
entres situés dans E . La fra
tion surfa
ique δσc
ouverte par E est donnée par :

δσc =
8π r δr N

ΣtOn peut 
omparer δσc et la variation de σw :
δσw =

2π r δr N

Σt

=
δσc

4Le nombre de 
entres situés dans E est, en moyenne, N δσc. Et don
 le nombre de 
oales
en
es
δN est donné par :

δN =
1

2
N δσc (1)d'où on tire :

δN = 2 N δσwsoit, sous forme di�érentielle :
dN = −2 N dσwCe qui s'intègre en :

N = N0 e(−2σw) ≃ N0 (1 − 2σw) (2)ou, en terme de densités :
D = D0 (1 − 2σw) (3)La densité de po
hes 
ommen
ent don
 par dé
roitre en suivant une droite D = D0 (1 −

2σw). Ce résultat est valable en toute généralité au début du pro
essus de 
roissan
e despo
hes. Mais les hypothèses ayant permis 
e 
al
ul deviennent rapidement fausses : (1) lespo
hes présentent rapidement un spe
tre de rayons (
e qui mène aux formules plus générales
σw = πN < r2 > /Σt et δσc = 8πN < r > δr/Σt) ; (2) Il va y avoir des intera
tions àplusieurs po
hes et on n'aura plus δN = 1/2 N δσc.1.2 Evolution de la densité dans un modèle simple de po
hes toutesidentiquesOn 
onsidère une population de po
hes 
ir
ulaires identiques (elles ont toutes le mêmerayon r et 
roissent toutes à la même vitesse), réparties de façon statistiquement homogène2



dans un plan in�ni ave
 une densité D. On se limite à un grande domaine (Σ) d'aire Σt(grand veut dire que D Σt >> 1), et on va 
onsidérer la limite Σt −→ ∞.On suppose que les po
hes s'étalent et que, dès qu'il y a 
onta
t entre deux po
hes, 
elles-
i fusionnent en une seule po
he. Le nombre total de po
hes dans le domaine (Σ) dé
roîtalors d'une unité et toutes les po
hes voient leur rayon augmenter de façon que l'aire Σw
ouverte par les po
hes soit 
onservée. Comme il y a un grand nombre de po
hes, il y a desfusions en permanen
e, 
e qui fait que le rayon des po
hes 
roît 
ontinuement à la fois parétalement et par fusion : la vitesse de 
roissan
e dr/dt dépend alors de la densité de po
hes ;
e n'est plus un forçage 
omme dans le modèle plus 
omplet. On suppose en outre qu'il n'ya que des intera
tions à deux po
hes.On part don
 de N po
hes réparties de façon homogène dans le domaine d'aire Σt (N ≃
D Σt). Au 
ours de l'évolution de 
e 
hamp de po
hes les trois variables r, N et σw subissentdes variations reliées par deux relations. D'une part la variation du rayon δr et le nombre de
oales
en
es δN sont reliés par l'Eq. (1) :

δN =
1

2
N

8π r δr N

Σt

(4)D'autre part la di�éren
iation de la relation σw = πr2N/Σt donne :
δσw = 2πrδr

N

Σt

− πr2 δN

ΣtEn substituant dans 
ette dernière équation l'expression de δr issue de l'Eq. (4) on obtient :
δσw =

δN

N
(
1

2
− σw)soit, sous forme di�érentielle :

dN

N
= − dσw

1
2
− σw

(5)
e qui s'intègre en :
N = N0(1 − 2σw) (6)On obtient don
 le résultat remarquable que la 
ouverture surfa
ique ne peut pas dépasser0.5 et que le nombre de po
hes tend vers zéro lorsque σw −→ 0.5. Comme N est supposégrand, 
e
i signi�e que 
e modèle n'est plus appliquable au voisinage de σw = 0.5, 
'est-à-dire que l'on ne peut pas supposer une répartition homogène de po
hes 
ouvrant la moitiéde la surfa
e. Nous interpréterons 
e
i en disant qu'à 
e moment là il y a un 
hangementde phase dans lequel les po
hes à l'é
helle 
onsidérée fusionnent, engendrant un 
hamp depo
hes d'une é
helle plus grande. Nous détaillerons et développerons 
e point dans les sous-se
tions 1.4 et 1.5. Mais, avant d'aller plus loin, nous allons détailler un peu 
e qui se passeau voisinage de σw = 0.5.Evolution de la vitesse de 
roissan
e des po
hesLes propriètés que nous venons de mettre en éviden
e sont purement géométriques :tout 
hamp homogène d'objet 
ir
ulaires qui grossissent va 
oaguler 
omplètement lorsque la
ouverture spatiale va appro
her 0.5. Nous allons maintenant pré
iser les aspe
ts dynamiques.3



De l'Eq. (4) on déduit :
dr

dt
= − Σt

4N2 π r

dN

dtD'où, en utilisant l'équation (5) :
dr

dt
=

Σt

4N π r

dσw/dt

σw − 1/2Par ailleurs, 
omme on suppose que la 
ouverture surfa
ique des po
hes ne 
roît que parétalement (les 
oales
en
es se faisant à surfa
e 
onstante), on a :
dσw

dt
= 2π r C∗

N

ΣtEn substituant 
ette expression de dσw/dt dans l'expression pré
édente de dr/dt, on obtient�nalement :
dr

dt
=

C∗

1 − 2σw

(7)On voit que, pour une vitesse C∗ �xée la vitesse de 
roissan
e du rayon tend vers l'in�ni
omme (1 − 2σw)−1 lorsque σw −→ 1/2.Evolution de la 
ouverture spatiale des po
hes σwEn substituant l'expression (3) de la densité D dans l'équation d'évolution de la fra
tionsurfa
ique des po
hes (∂tσw = 2 C∗

√
π Dσw), on obtient une équation d'évolution ne
ontenant que σw :

∂tσw = 2 C∗

√

π σw D0(1 − 2 σw) (8)Cette équation di�erentielle s'intègre en :
σw(t) =

1

2
sin2[C∗

√

2 π D0 t + Asin(
√

2 σ0)] (9)où σ0 désigne la fra
tion surfa
ique initiale.En prenant σ0 = 0, on obtient l'intervalle temporel maximal pendant lequel un ensemblede po
hes de surfa
e initiale nulle peut évoluer :
tmax =

1

C∗

√

π

8 D0

(10)
e qui permet d'é
rire σw :
σw(t) =

1

2
sin2[

π

2

t

tmax

] (11)le 
omportement de σw est représenté sur la �gure 1. On notera les deux tangentes horizon-tales en 0 et en tmax : la fra
tion surfa
ique varie très lentement au démarrage et à la �n,pendant que la vitesse de variation du rayon 
roît de C∗ à l'in�ni.4



Fig. 1 � Comportement de la fra
tion surfa
ique σw en fon
tion du temps depuis la naissan
ede po
hes pon
tuelles jusqu'à la 
oales
en
e 
omplète pour σw = 0.51.3 Evolution de la densité de po
hes dans un modèle de po
hes derayons variésNous n'avons pas en
ore trouvé de façon de résoudre 
e problème. Nous ne pouvonsqu'en
ourager 
eux qui se sentent motivés à partir à la re
her
he de la solution. En attendant,nous avons réalisé des simulations par Monte-Carlo pour voir 
omment évoluait la populationde po
hes. Le résultat est que la densité D et la 
ouverture surfa
ique 
ontinuent à obéirà l'Eq. (3), sauf au voisinage immédiat de σw = 0.5 où la 
ourbe (σw, D) s'in�é
hie etprésente une petit queue au-delà de σw = 0.5.La 
on
lusion de 
ette étude par Monte-Carlo est que le modèle simple à po
hes identiquesprésente un 
omportement très pro
he du modèle 
omplet, même si les raisons de 
ette qualiténe sont pas bien 
omprises. En 
onséquen
e, nous allons bâtir le modèle de dynamique depopulation de po
hes sur 
ette approximation des po
hes identiques.1.4 Analyse des ordre de grandeur des tailles des objets 
ondidéréset de leurs densités spatialesLorsqu'il y a 
hangement d'é
helle au voisinage de σw = 1/2, la nouvelle é
helle estdonnée par un ensemble de mé
anismes étrangers au système de po
hes ; 
ette nouvelle é
helledoit don
 être 
onsiderée 
omme un forçage pour le système de po
hes. On notera qu'il peuts'agir non seulement d'un 
hangement d'é
helles mais aussi d'un 
hangement de dimension :on peut passer d'une répartition homogène sur un plan à une répartition homogène surune droite. Nous allons essayer de déterminer quelles sont les é
helles pertinentes (et lesdimensions asso
iées) et quelle est la sensibilité du système à 
es é
helles.5



Nous allons 
onsidérer que 
es é
helles sont déterminées par les tailles des objets impliquésdans les pro
essus 
onve
tifs.� Plus petite é
helle spatiale (homogène 2D) = é
helle des pré
ipitations 
onve
tives =100 m à 1 km.� É
helle suivante = é
helle des 
olonnes 
onve
tives = 10 km (peut être homogène 2Dou 1D).� É
helle suivante = é
helle des en
lumes et des pluies stratiformes (et des lignes degrains et des MCS) = 100 km (homogène 2D).� É
helle suivante = é
helle des amas de MCS (et des ondes d'Est) = 1000 km. Peutêtre homogène 2D ou 1D (
as des ondes d'Est par exemple).On 
onstate que les tailles d'objets 
ara
téristiques varient d'un fa
teur environ 10 d'uneé
helle à l'autre, 
e qui 
orrespond, pour une même 
ouverture spatiale, à une variation dedensité d'un fa
teur 100 (puisque σw = π r2 D).1.5 Ré
apitulationNous allons don
 dé
rire une population de po
hes toutes identiques, dont la densité varie
ontinuement selon la loi D = D0(1−2σw) tant que la fra
tion surfa
ique σw n'est pas troppro
he de 1/2, puis qui subit une dis
ontinuité (
hangement d'é
helle) lorsque σw atteintune valeur seuil σ1 pro
he de 1/2 et plus petite que 1/2. Comme annon
é pré
édemment,la séquen
e des é
helles doit être donnée. Nous 
hoisissons de dire que l'é
helle 
hange d'unfa
teur 10 d'une période de 
oales
en
e 
ontinue à l'autre. Il faut aussi spé
i�er 
omment sefait la transition. Nous 
hoisissons d'imposer que le rayon varie 
ontinuement. L'image sous-ja
ente est esquissée dans la �gure 2 où on a représenté deux é
helles. L'idée est que, tantque les po
hes de l'é
helle la plus �ne n'ont pas fusionné, on peut les traiter 
omme si leurpopulation o

upait tout l'espa
e ave
 une densité statistiquement homogène D, puis que,quand leur 
ouverture s'appro
he de 0.5, on 
onsidère que 
haque petit paquet de po
hesa 
omplètement fusionné, 
e qui a engendré une nouvelle population de po
hes distribuéesselon une densité D/100, 
haque po
he de la nouvelle population résultant de la 
oales
en
ed'un petit paquet de la population initiale. Les équations d'évolution pendant 
haque phaserégulière s'é
rivent :






∂tσw = 2π r C∗ D
D = D0(1 − 2σw)
σw = π r2 D

(12)où la densité D0 
ara
térise l�é
helle 
ourante ; la densité initiale (avant 
oales
en
e) estégale à D0(1 − 2σ0) et la densité �nale (avant 
hangement d'é
helle) à D0(1 − 2σ1).Détermination du saut de densité lors du 
hangement d'é
helleDes deux dernières équations on tire une relation entre r et σw valable à 
haque instant :
r2 =

σw

π D0 (1 − 2σw)
(13)Si on dit que 
haque phase régulière 
ommen
e ave
 σw = σ0 (≃ 0.05) et �nit ave
 σw = σ1(≃ 0.45) et que la transition de phase fait passer de D0(1 − 2σ1) à D′

0(1 − 2σ0), alors la6



Fig. 2 � Esquisse d'une population de po
hes distribuée selon deux é
helles spatiales, ave
un fa
teur environ 100 entre les deux densités
ontinuité des rayons implique :
σ1

π D0 (1 − 2σ1)
=

σ0

π D′

0 (1 − 2σ0)
(14)D'où :

D′

0

D0

=
σ0

σ1

1 − 2σ1

1 − 2σ0

(15)On va désigner par µ2 le fa
teur multipli
atif dé
rivant le saut de densité lors de 
haque
hangement de phase. On voit que µ2 est 
onnu une fois que σ0 et σ1 sont donnés :
µ2 =

σ0

σ1

1 − 2σ1

1 − 2σ0Pour simpli�er les 
al
uls, nous allons faire le 
hoix que σ0 et σ1 sont symétriques par rapportà 1/4 (Nous n'avons pas analysé le r�le du degré de liberté supplémentaire que représenteraitune dissymétrie entre σ0 et σ1 et laissons 
ette question ouverte). Dans 
es 
onditions onpeut fa
ilement démontrer les relations suivantes :
1 − 2σ0 = 2σ1 et 1 − 2σ1 = 2σ0

µ =
σ0

σ1

σ0 =
1

2
· µ

1 + µ

σ1 =
1

2
· 1

1 + µ

(16)
Par exemple, pour µ = 0.1, on a approximativement σ0 = 0.045 et σ1 = 0.455. Le rapportentre les densités �nales et initiales pour une même valeur de D0 est alors (1 − 2σ1)/(1 −7



2σ0) = σ0/σ1 = µ = 0.1. Il y a alors une dé
roissan
e de la densité d'un fa
teur 1/µ = 10par 
oales
en
e 
ontinue pendant que σw 
roît de σ0 à σ1, puis une variation brutale en
ored'un fa
teur 1/µ = 10 lors du 
hangement d'é
helle quand σw retombe de σ1 à σ0.Formulation mathématiqueLa des
ription élémentaire du pro
essus 
omporte d'abord une évolution régulière de
σw (obéissant aux équations(12) et fon
tion de D0) tant que σw 
roît de σ0 à σ1. Ensuite,lorsque la fra
tion surfa
ique σw atteint σ1, elle saute brutalement à σ0 ; simultanément ladensite de po
hes D0 est multipliée par µ. On pourrait ainsi envisager de dé
rire le systèmede po
hes à l'aide de deux variables d'état σw(t) et D0(t), σw et D0 suivant respe
tivementune évolution 
onforme à (12) et une évolution 
onstante pendant les phases régulières,des dis
ontinuités survenant lorsque σw = σ1, auquels 
as, σw saute de σ1 à σ0 et D0 estmultipliée par µ2. Cependant la formulation mathématique du 
omportement d'une fon
tiondis
ontinue en 
haque point où elle atteint sa borne supérieure n'est pas triviale. Pour obtenirune formulation assez simple, nous allons introduire, à la pla
e des variables d'état σw et
D0, une nouvelle variable d'état σ̃ 
roissant 
omme σw dans les phases règulières et neprésentant au
une dis
ontinuité (σ̃ est toujours 
roissante). Cette fon
tion, que nous allonsappeller pseudo-fra
tion surfa
ique, obéit don
 simplement à l'équation :

∂tσ̃ = 2π r C∗ DLe point important est que la di�éren
e entre σ̃(t) et σw(t) est une fon
tion en es
alier S(σ̃)(voir Fig. 3) ne dépendant que de σ0 et σ1 :










σ̃ − σw = (σ1 − σ0) S(σ̃)

S(σ̃) =
∞

∑

i=1

Υ[σ̃ − σ0 − i(σ1 − σ0)]
(17)où Υ désigne la fon
tion de Heavyside : Υ(x) = 0 pour x < 0 et Υ(x) = 1 pour x > 0.Ainsi l'évolution du système peut être dé
rite à l'aide de l'évoluton régulière de la seulevariable d'etat σ̃, les dis
ontinuités apparaissant dans les expressions de σw et D0 en fon
tionde σ̃.Nous sommes maintenant en mesure d'é
rire le modèle de dynamique de population.2 Le modèleLes paramètres du modèle sont :� D00 = densité initiale (lors de l'apparition initiale des po
hes)� µ = 
oe�
ient multipli
atif de 
hangement d'é
helled'où on tire :� σ0 =

1

2
· µ

1 + µ
= fra
tion surfa
ique initiale (lors de l'apparition initiale des po
heset lors des 
hangements d'é
helle). 8



σ̃

S(σ̃)

12
3

σ0 σ1

0.5
σ0 + 2(σ1 − σ0) σ0 + 3(σ1 − σ0)Fig. 3 � La fon
tion en es
alier S(σ̃)� σ1 =

1

2
· 1

1 + µ
= fra
tion surfa
ique maximale.La variable d'état est la pseudo-fra
tion surfa
ique σ̃, qui 
roît 
ontinuement au même rythmeque σw, mais n'en suit pas les dis
ontinuités.2.1 Equations d'évolutionConditions initiales :

σ̃ = σ0 (18)Equations d'évolution :














∂tσ̃ = 2π r C∗ D
σw = σ̃ + (σ0 − σ1)S(σ̃)

D0 = D00µ
2S(σ̃)

D = (1 − 2σw) D0

(19)Ave
 
ette formulation, le degré d'agrégation de la 
onve
tion apparaît expli
itement par lavaleur de la fon
tion s = S(σ̃), laquelle donne le nombre de 
hangements de phases qu'a
onnu le système 
onve
tif depuis sa naissan
e. Ainsi σ̃ 
ontient toute l'information sur ledegré d'organisation de la 
onve
tion.2.2 PropriétésLe but de 
ette sous-se
tion est de déterminer les 
ara
téristiques des populations depo
hes dé
rites par un tel modèle et, en parti
ulier, de donner des ordres de grandeurs. Pour
ommen
er nous allons pré
iser l'image présentée dans la Fig. 2 et déterminer les nombresde po
hes par paquet et les tailles géométriques des paquets. Ensuite, nous détermineronsles temps 
ara
téristiques impliqués par le modèle, 
e qui permettra de �xer les 
ontours de
e qui est pertinent pour un modèle de 
limat. Toutes 
es analyses sont faites dans l'idée quele paramètre de 
hangement d'é
helle µ est de l'ordre de 1/10.9



Rayons minimal et maximal entre deux 
hangements d'é
helleOn 
onsidère don
 une phase d'évolution régulière où S(σ̃) = s = 
onstante. La densitéinitiale de po
hes est D0 = D00(1 − 2σ0)µ
2s ≃ D00µ

2s et la densité �nale D1 = D00(1 −
2σ1)µ

2s ≃ D00µ
(2s+1). Par 
onséquent, 
haque po
he à la �n de la phase 
onsidérée résulte,en moyenne, de la 
oales
en
e de D0/D1 po
hes, 
'est-à-dire de 1/µ po
hes, indépendant de

s. Ainsi, dans la Fig. 2, 
haque paquet est 
omposé d'environ 10 po
hes.La surfa
e initiale Σ0 o

upée par 
e paquet de 1/µ po
hes est Σ0 =
1

D0(1 − 2σ0)µ
.A la �n de la phase d'évolution régulière, le paquet est devenu une seule po
he de surfa
e

Σ1 = πr2
1 = σ1

πD0(1−2σ1)
= 1

πD0µ
. Le rapport des deux surfa
es Σ1

Σ0

= D0σ1µ

πD0µ
≃ 1

2π
estindépendant de s et 
orrepond à une 
ontra
tion du rayon de l'espa
e o

upé par les po
hesd'un fa
teur 0.4.Dans le passage de la phase s à la phase s + 1, la densité D0 est multipliée par unfa
teur µ2 et don
 l'espa
ement moyen entre po
hes par un fa
teur 1/µ. Ainsi, dans la Fig.2 l'espa
ement entre les paquets est environ 10 fois 
elui entre les po
hes d'un même paquet.On 
onstate que la répartition spatiale initiale des po
hes est très fortement 
ontraintepar le modèle. Une fois le paramètre µ et la densité D00 
hoisies, tous les espa
ements, rayonset dispositions spatiales sont �xées, à toutes les é
helles. Cette rigidité traduit le 
ara
tèretrès 
ari
atural du modèle. Heureusement, nous allons voir que seuls un ou deux 
hangementsd'é
helle peuvent être pertinents.Durée entre deux 
hangements d'é
helleL'Eq. (10) fournit une estimation de la durée d'une phase regulière. Exprimée en fon
tionde s = S(σ̃) la durée τ s'é
rit :

τ =
1

C∗

√

π

8 D00

µ−s (20)Pour C∗ = 15 m/s et D00 = 10−8 m−2, on obtient τ ≃ 420 µ−s soit environ 7 minutes,1h15, 12h, pour s = 0, 1, 2, respe
tivement. On 
onstate que la première phase peut êtreomise pour une paramétrisation de modèle de 
limat. On 
ommen
era don
 ave
 une densitéprimitive D00 de l'ordre de 10−10 m−2 qui donnera une évolution 
ontinue pendant une oudeux heures et une transition vers une densité de l'ordre de 10−12 m−2 qui donnera uneévolution régulière d'environ une demi-journée.
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