
Gains de r�etroation et mod�ele de Lorenz-63
Mars 2007Illustrations ompl�ementaires �a l'artile pour les Euro Physis Letters.brouillon de reherhe de la ollaboration TEF-ZOOM1Pour rafrâ�hir les esprits, le fameux \e�et papillon", qui prouve que la po�esie,l'art et la siene sont l'avenir de l'Homme ...
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Fig. 1 { L'attrateur de Lorenz.Le syst�eme est ii donn�e ave une seule variable de transfert ' = xy, enonformit�e ave la pr�esentation dans la Euro Physis Letters. Cette variable-testorrespond �a l'interation mouvement � temp�erature - sous les premiers modes dela fontion ourant de Lagrange et d'une di��erene de temp�erature entre partiulesasendantes et subsidentes de l'�eoulement :8<: �tx = s(y � x)�ty = (rx� y � xz)�tz = �bz + xy Feedbak�! 8>><>>: �tx = s(y � x)�ty = (rx� y � xz)�tz = �bz + '' = xy (1)L'e�et-en-retour non-L du syst�eme sur ' est alul�e dans Mini ker ave l'extensionPsi t, ko pert Type= 3, et d�epend bien sûr du point de d�emarrage.1Al1, ave des ontributions de StepH. 1
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Fig. 2 { Gain non-L(0; �).On voit lairement en oordonn�ees-log la roissane en moyenne le long dupremier exposant de Lyapunov (�L ' 0:95), et le laet d'amplitude arue pr�e�edenthaque transition.Le SLT-gain est d�e�nit omme la fontion dynamique de gain du syst�emestationnaire au point irulant de la trajetoire de base, d�emarrant �a l'instant deson alul le long de la trajetoire non-L du transfert orrespondant. On a ainsi
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Fig. 3 { SLT-gain.(t; t+ �)la r�eponse de e transfert �a une perturbation step appliqu�ee au reste du syst�eme2



en boule ouverte. Cette fontion a �et�e alul�ee �a partir des �el�ements propres dusyst�eme et invers�e en suivant la m�ethode d�erite dans le papier E�uents.On remarque que le gain omporte toujours des pôles r�eels, ave troisomportements arat�eristiques{ n�egatif ave asymptote �nie aux points 2, 6, 10 ;{ n�egatifs explosifs aux points 12, 14, 16 puis 20 ;{ e dernier rompant ave une s�equene positive explosive en 18 et 19 ;nous verrons que la s�equene br�eve positive est arat�eristique d'une �n de transitionentre les deux ailes de l'attrateur.Même hose mais ave l'e�et-en-retour stationnaire.
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Fig. 4 { SLT-e�et-en-retour(t; t + �).On peut remarquer que les SLT-gains ne omportent pas de mode osillant, alorsqu'ils apparaissent dans l'e�et-en-retour. Cela signi�e que le transfert hoisi produitles osillations, qui disparaissent en boule ouverte.On va regarder plus en d�etail e qui se passe dans une orbite d'une part (pointA), et �a l'approhe, ii, d'une double transition (point B) sur une trajetoire (�g 5).
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Fig. 5 { Portion de trajetoire d'�etude hoisie.Sur la �gure 6, on d�emarre au point A et on examine une s�equene de sept SLT-e�et-en-retour �a un step d'amplitude 10 (SLT-e�). La premi�ere r�eponse est osillantepeu amortie, puis en 2, de grande amplitude et de grande p�eriode ; la p�eriode revient�a sa valeur la plus fr�equente en 3, puis retour �a amortissement pour les syst�emessuivants.
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Fig. 6 { Orbite et CTLS.Regardons �a pr�esent la trajetoire ompl�ete des pôles pour voir si la s�equeneest la même �a haque orbe (�g. 7). On montre les amplitudes omplexes de l'e�et-en-retour, orrespondant �a un pôle r�eel et une paire onjugu�ee pouvant d�eg�en�erer.L�a au moins, on voit bien e qui se passe ! Chaque orbe amore une rise instablequi d�emarre par un triplet de pôles r�eels dont un instable, et se poursuit par uneosillation divergente qui �nit par s'amortir. Cette s�equene se produit ave uneroissane du temps de passage par le triplet r�eel, et orrespond �a l'aroissementde la partie osillante de la r�eponse SLTC.4
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Fig. 7 { Le CTLS et la population des pôles.
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Fig. 8 { SLT-e�et-en-retour(t; t + �).La �gure 8 montre la même population des pôles de l'e�et-en-retour �a l'approhede la transition (point B). On voit omment le r�egime osillant fait plae �a troisexponentielles dont une instable, puis pendant la transition, on onstate que ler�egime osillant permet au syst�eme de se r�eup�erer pour ontinuer �a orbiter, maissur l'aile oppos�ee de l'attrateur.
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0.1 Autre portion de la trajetoire (elle de PRL)La �gure 9 montre un partie de la trajetoire situ�ee sur l'aile gauhe del'attrateur, qui va orbiter quatre fois avant une transition. Du fait de lasym�etrie du mod�ele par rapport �a l'axe z, le transfert ' = xy ne montre gu�erelairement la transition, alors qu'elle est tr�es nette sur la fontion SLTC del'e�et-en-retour. Cette fontion est marqu�ee par un e�et de laet n�egatif-positif
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Fig. 9 { Test variable trajetory in the Lorenz model and Feedbak Response (seetext).�a haque orbite, d'amplitude r�eguli�erement roissante, en suivant d'ailleurs laroissane exponentielle du Lyapunov. Un syst�eme stable montrerait au ontraireune d�eroissane asymptotiquement exponentielle.La �g. 10 montre la tendane �a long terme de la r�eponse mettant en �evidenee omportement haotique, puisque on l'a tra�ee en log. Pour voir le lien ave lestransitions, la trajetoire de la variable x est donn�ee, tourn�ee le long du Lyapunovpour failiter la leture des olloations (x ! x + �Lt). La r�eponse logarithmique
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Fig. 10 { Long term feedbak response (log sale) and x trajetory rotated alongthe Lyapunov exponent. 6



a une roissane moyenne lin�eaire, suivant la pente du Lyapunov (�L ' 0:95).L'amplitude des laets roit aussi exponentiellement.Un int�erêt �evident de l'analyse du SLTC-e� onerne sa fault�e �a d�eteter lestransitions. D'une part, omme on le voit sur le �gure 10 l'amplitude du laet estplus forte avant une transition, mais plus �etonnamment, le signe du laet s'inverse,ave une premi�ere mont�ee positive (�g. 9). Cei justi�e a posteriori le hoix dutransfert, ar omme on le verra plus loin, auun autre transfert ne poss�ede etteint�eressante partiularit�e.trajetoire d�emarrant loin de l'attrateur.
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Fig. 11 { Same as �g. 10 with initial onditions out of the attrator basin.La �gure 11 donne la ourbe semblable �a 10 en partant ette fois de onditionsinitiales �eloign�ees du bassin d'attration. Il est remarquable que ette même fontionmontre l'attration du bassin tout entier par une r�edution sensible de la roissaneexponentielle. Et ei haque fois que le point ourant s'�eloigne du bassin, ommeaux temps : 35; 48 et 73. On ainsi jet�e une lueur d'interpr�etation sur l'attrateur deLorenz ave ignorane asum�ee des �equations du syst�eme, ave une mise en �evidened'un e�et attrateur dans le bassin, et d'une bonne d�etetion des transitions.Cei montre bien que l'aspet dynamique du gain non-L est essentiel. On peutse demander alors si la dynamique plus �ne de l'attrateur peut aussi bien êtreinterpr�et�ee.
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ZOOM sur des orbites avant transitionExaminons �a pr�esent quatre orbites pr�e�edents une transition. Sur la �g. 12, ona tra�e la trajetoire en x; y ave des barres d'erreurs. Celles-i sont en log de l'e�et-en-retour SLTC, ave une distintion de signe : horizontales pour les amplitudes au-dessous de la roissane moyenne exponentielle du Lyapunov, vertiales au-dessus.Les deux ailes de l'attrateur sont orbit�ees n�egativement.Pour donner une interpr�etation dynamique de l'attrateur, on peut onsid�erer letransfert xy omme une fore s'exer�ant sur le point ourant. Perturber positivementette fore veut dire tirer le point ourant vers l'apog�ee. Lorsque le syst�eme r�epondpositivement, la perturbation a�el�ere vers l'apog�ee sur les parties de l'orbites'�eloignant du point entral, ou d�e�el�ere le point retournant vers le point entral.On apellera don et e�et fuyant - le point entral.Une r�eponse n�egative montre que x et y r�epondent ave des signes oppos�es, e�etque nous appellerons tournant, et qui orrespond �a une attration orbitale par un desdeux points de onvetion stationnaire du Rayleigh-B�enard. Au plus pr�es du entre,l'orbite est purement osillante, d'o�u on peut onlure �a et e�et d'attration par lepoint entral de l'orbite.Entre les points 2 and 3, on voit lairement la �n de la d�e�el�eration de fuite,suivie de l'a�el�eration sur le versant oppos�e de l'orbite (points 4 �a 5). Cet e�et defuite est suivie d'une forte rotation menant le point ourant pr�es du point entral,mais la d�e�el�eration provoqu�ee par son approhe (6) n'est plus suÆsante pour �eviterla transition. L'e�et de fuite vers l'apog�ee de la derni�ere orbite orrspond �a la mont�eedu laet de l'e�et-en-retour qui m�ene �a une transition.Le parourt de l'aile oppos�ee est l'oasion d'un e�et de fuite enore fort, quiapr�es une orbite montre un fort e�et rotatif en �n de la trajetoire, qui se trouveamorer une deuxi�eme transition (hors �gure).
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Fig. 12 { CTLS response before transition (saled, see text).Ainsi, l'�etude de la r�etroation non-L du mod�ele de Lorenz sur e transfert xyaomplit une v�eritable ma��eutique interpr�etative aussi bien vis �a vis de l'attrateurtout entier que plus �nement le long des orbites ave leurs transitions.8



0.2 omparaison ave les r�eponses stationnairesOn va illustrer les rapports entre les r�eponses lin�eaires et non-L sur deux portionsde la trajetoire, en onsid�erant les amplitudes omplexes des �el�ements de l'e�et-en-retour SLT (%(�)). Ces �el�ements sont donn�es par les doubles produits salaires< y j ei >< b j fi > de l'�equation (106) du papier e�uents, ou de la formule (10)dela PRL ave ~u(�) = 1� .Pour un triplet donn�es de param�etres du mod�ele, on peut voir l'espae d'�etatomme peupl�e par les pôles et amplitudes omplexes d'une fontion SLT der�etroation - �a la mani�ere dont les bosons de Higgs et des h�en�emes peuplent levide quantique. La r�eponse non-L se onstruit en passant �a travers es TLS aux
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Fig. 13 { Feedbak response and SLT struture amplitudes.arat�eristiques tr�es hangeantes. Le rapport entre es �el�ements de la r�etroationTLS et de l'e�et non-L est peu faile �a intuiter, par le fait que le propagateur non-L se onstruit par multipliation des propagateurs stationnaires, d'o�u l'int�erêt dela omparaison d�etaill�ee. La premi�ere r�evolution montre une amplitude omplexe
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Fig. 14 { Di�erent Feedbak responses along the same orbit.ne s'annulant pas, qui onstruit l'e�et rotatif du SLTC-e�. Elle montre ensuitedes s�equenes nulles d'une amplitude r�eelle de plus en plus grande. Cette s�equenedes trois pôles r�eels se onstruit en s'allongeant jusqu'�a la phase de transition. Ononstate apr�es transition une r�edution de ette dur�ee des trois pôles, mais peumarqu�ee ii. Cela indique en r�ealit�e qu'une transition future est prohe. Ainsi, l'e�etde fuite se onstruit �a partir des s�equenes de trois pôles r�eels.9



Dans l'espae r�eel, et don apr�es inversion, on peut traer es r�eponsesstationnaires le long de la trajetoire. Sur la �gure 9, l'e�et SLTC est tra�e une seulefois ave une normalisation r�egularisant sa roissane exponentielle (� exp(��Lt)).Chaque r�eponse SLT est tra�ee au point de son d�epart sur la trajetoire de %(t) enfontion de son d�elai de r�eponse au step stationnaire, ave appliation de la mêmenormalisation en � .On a sept SLT sur la �gure 14 le long des deux premi�eres orbites (point A). Lepremi�er SLT-e� est une osillation instable ave une p�eriode omparable �a la dur�eed'un laet du SLTC. Les deuxi�eme et troisi�eme SLT-e� marquent une s�equened'osillations amorties, de p�eriode lentement roissante. Au point 4, la p�eriode duSLT atteind environ quatre fois la plus ourte, se terminant par la partie plate duSLTC-e�. Vers SLT 5, on voit une ourte s�equene d'osillations instables pr�e�edentla mont�ee du laet du SLTC. Ave les SLT 6 et 7, on a un retour �a des osillationsamorties annon�ant le plat suivant du SLTC.Il est remarquable de voir omment l'e�et non-L de la r�etroation absorbe lesinstabilit�es lin�eaires du syst�eme, et le peu de rapport diret qu'il entretient aveelles, e qui justi�e enore l'int�erêt de sa d�etermination.
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Fig. 15 { Aross e�et of TLS in approah to transition.Allons-enfants au point B. La �gure 15 montre quelques SLT-e� sur la derni�ereorbite avant transition. Noter que l'on a red�emarr�e le CTLS au point B, et que lelaet a hang�e de signe. Ave le SLT 1 d�emarre une s�erie d'osillations d'un type
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Fig. 16 { More expliit aross-e�et towards transition.tout �a fait di��erent de elles du point A. La premi�ere r�eponse, qui a �et�e magni��ee10



par 10 pour bien la voir tend vers une asymptote n�egative (�0:8), soure d'un e�etrotatif de la perturbation.On voit bien sur la �gure 16 omment s'amore et s'ampli�e et e�et rotatif. Ildevient divergent ave les SLT 2 et 3, au d�emarrage de la transition. Puis retouraux osillations instables (4, 5), et en�n stables �a partir de 6. Le septi�eme SLT eststable, alors que le dernier amore une instabilit�e lin�eaire (mais normalis�ee). En epoint, la transition est termin�ee.Comment le syst�eme r�eup�ere-t-il de la transition ? On le voit sur la �gure 17.La �n de transition est marqu�ee par le SLT a de roissane positive, arat�eristique

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5

time

point B

TLS a
CTLS
TLS b
TLS c
TLS d
TLS e
TLS f

Fig. 17 { End of transition.des �ns de transitions. Puis on observe deux SLT rotatifs divergents (b et ). LeTLS r�epond ensuite de mani�ere osillante instable (d et e), ave p�eriode roissante,pour en�n redevenir osillant-amorti sur la premi�ere orbite oppos�ee de l'attrateur.lien ave les trois pôlesComme le montre la �gure 18, es s�equenes de trois pôles r�eels orrespondent�a des divergenes rotatives terminant une s�equene d'osillations divergentes. Fautdon onlure �a une attration orbitale de roissane lin�eaire s'intensi�ant �a haqueorbe jusqu'�a �ehappement et transition.
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Fig. 18 { After transition.11



Synth�ese SLTC versus e�et-en-retour SLTSur la �gure 19, on ompare syst�ematiquement tous les SLT au long des quatreorbes. Le satter plot montre les e�ets-en-retour stationnaires �a l'endroit de latrajetoire o�u est appliqu�ee la perturbation-marhe du gain. L'axe vertial est led�elai de leur r�eponse. La normalisation en amplitude pat tanh est telle que l'�ehellereste lin�eaire entre �1 et +1, ave �2 repr�esentant l'in�ni. De ette mani�ere, onarrive �a suivre les SLT osillants dans le d�etail, malgr�e leur forte variabilit�e enamplitude.Les r�evolutions sont toujours de même type : lorsque l'on va vers l'apog�ee quis'exentre d'orbe en orbe, on a des osillations exponentiellement roissantes dontla p�eriode diminue jusqu'�a devenir omparable �a elle d'un laet du SLTC. Cesosillations deviennent stables et leur p�eriode r�e-augmente en allant vers le p�erig�ee,pr�eparant une s�equene explosive de fuite par les trois pôles.
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Fig. 19 { SLTC-e� et SLT-e� le long des quatre orbites et transition.12



Au ours des quatre r�evolutions, on observe la s�equene \des trois pôles r�eels" quiest ii la bande vertiale bleue : 'est l'e�et r�epulsif du point entral qui s'ampli�ejusqu'�a la transition. La bande blanhe vertiale vers t = 3:4 est la s�equeneexponentielle instable arat�eristique de haque transition. Sur la nouvelle orbite,la s�equene des trois pôles est r�eduite mais existante, et orrespond en fait �a unetransition apr�es deux r�evolutions seulement (hors �gure).Synth�ese SLTC versus gain SLTLa �gure 20 donne la même synth�ese, mais ette fois en fontion du gainstationnaire. La normalisation est de nouveau en tanh, mais on a lin�earit�e entre �5et 5, log au del�a, in�ni en �10. La premi�ere remarque est l'absene d'osillation : sion exlue la r�eponse de ' du syst�eme perturb�e, on oupe un retour qui provoque esosillations. Le seul gain positif orrespond �a t ' 3:4, de �n de transition, de dur�ee
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Fig. 20 { SLTC-e� et gain-SLT le long des quatre orbites et transition.13



tr�es limit�ee. On voit bien omment haque mont�ee vers un apog�ee est provoqu�eepar un gain tr�es r�epulsif dont la dur�ee rô�t le long des quatre orbes, alors quele retour d'apog�ee s'aompagne d'une diminution du gain. Les parties mod�er�eesn�egatives du gain sont responsables des osillations de la r�eponse par boulage surle syst�eme : g1� g = g + g2 + g3 + :::, o�u les puissanes sont en r�ealit�e des produitsde onvolution it�er�es.Comparaison des e�ets-SLTC pour quatre variablesLa �gure 21 donne les e�ets non-L pour la variable test reopiant x et y, etun transfert xz sur les deux orbes et la transition, normalis�ees omme d'hab. Lesreopies sont agrandies d'un fateur 10. On peut noter une ampli�ation du laetpour les quatre fontions, mais seules la variable-test xy montre e hangement designe arat�erisant l'approhe d'une transition. De e point de vue, on peut onstater

-150

-100

-50

0

50

100

150

1.5 2 2.5 3 3.5 4

time

xy
xz

10x
10y

Fig. 21 { Comparaison entre r�etroation du syst�eme sur quatre transferts di��erents.que le hoix de xy est le meilleur, et que le type d'information demand�e au syst�emed�epend �evidemment, y ompris sur un mod�ele de dimension r�eduite �a trois, de laboule de r�etroation hoisie.Comparaison des e�ets-SLTC pour xy et zLa variable z �etant pour Edouard Lorenz elle qui permet de suivre lestrajetoires et de d�eteter les transition, on a ajout�e ette variable en transfert pouromparaison ave le transfert ' = xy (�g. 22). On onstate que es deux variablespartage3nt un même ontenu d'information, e qui semble normal ompte-tenu del'�evolution de z qui tend exponentiellement vers la valeur de xy.
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Fig. 22 { Comparaison entre r�etroation du syst�eme pour les variables tests z etxy.Essai d'analyse physique des r�etroationsExaminons d'abord le transfert xy. Soit une perturbation de ette interationentre vitesse de irulation (un mode de la fontion ourant de Lagrange) et l'�eartde temp�erature entre partiules montant et desendant. Positive, la perturbationintensi�e par exemple ette interation. Cela a pour e�et d'augmenter z, 'est-�a-direl'anomalie des temperatures haute et basse de uide, puisque l'intensi�ation dumouvement �eloigne de la temp�erature moyenne du Rayleigh-B�enard qui est la droitejoignant les deux temp�eratures de surfae. Les ux de haleur pari�etaux vont donaugmenter et ombattre l'�eart horizontal y de T. y diminue don pour x n�egatif(aile gauhe de l'attrateur d�ej�a onsid�er�ee). Cet �eart horizontal est le moteurthermique de la vortiit�e (d'axe horizontal) du mouvement, qui va don d�eroitre.Ainsi, le produit xy diminue, d'o�u la stabilit�e lin�eaire �a ourt terme observ�ee.
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Synth�ese g�en�erale sur LorenzIl semble l�egitime, apr�es ette analyse, de onstruire une vision du omportementdu syst�eme bas�ee sur trois distanes :{ vu de loin, le bassin d'attration joue en e�et e rôle d'attration, qui s'observepar une diminution du Lyapunov loal ;{ vu de plus pr�es en onsid�erant les deux orbes de l'attrateur, on observe unhangement de signe du laet CTLS pr�e�edent une transition. C'est don une�et r�epulsif par le point entral qui provoque la transition amor�ee par unea�el�eration orbitale �a l'apog�ee pr�e�edente ;{ vu enore de plus pr�es, haque orbite est aompagn�ee d'un e�et r�epulsif qui�eloigne le point irulant du point entral, suivie d'une attration-orbitale (parle point de onvetion stable1) vers l'apog�ee. Lors que e double e�et s'eereassez lontemps, l'e�et de r�epulsion par le entre d�evie le point ourant de sonorbite et provoque une transition vers l'orbe oppos�ee.Dans la mesure ou e syst�eme est haotique, il n'est pas �etonnant de retrouverune roissane exponentielle dans la r�eponse �a une perturbation. Il est remarquablequ'alors que l'on s'attend �a un omportement d�ependant du d�emarrage de laperturbation-step, e n'est pas ii le as, �a part l'ampli�ation exponentielle - etquand m�eme un hangement de signe possible du laet (�a revoir don).Mais ette �etude illustre bien notre propos, �a savoir l'int�erêt de l'aspetdynamique du gain de r�etroation. Cette illustration ave Lorenz n'avait pas d'autreobjetif. De plus, devant la variabilit�e des gains lin�eaires le long de la trajetoire, egain non-L s'av�ere plus simple �a interpr�eter, mais au prix, dans e syst�eme haotique,d'une normalisation ave le premier Lyapunov qui am�ene �a un traitement pouvantd�ebouher sur une nouvelle m�ethode.En e�et, on a �et�e onduit �a raisonner en multipliant les fontions d'e�et parexp(��Lt), e qui fait penser �a l'approhe de Floquet (f papier E�uents) o�u alors� est imaginaire. Il y a mati�ere �a formalisation pour introduire dans l'analyse destabilit�e - ii en r�ealit�e d'instabilit�e relative - e que nous avons introduit a posteriori.Cel�a devrait permettre d'enrihir l'analyse de Lyapunov, et e n'est pas une minea�aire.

1Attention enore �a ette apellation \d'attrative"qui n'est que relative �a la divergeneexponentielle : un point de non-onvetion est lui aussi instable, mais r�epond de mani�ere orbitale,voir plus loin. 16



0.3 Analyse num�erique en boule ouverteEn boule ouverte1, 'est-�a-dire en bloquant le mod�ele de ' �a une valeur hoisie,le syst�eme se lin�earise rapidement. En e�et, la variable z tend exponentiellement vers'b , et ave z = ste, le reste du syst�eme est �a pr�esent lin�eaire. Comme l'expliqueEdward Lorenz dans son papier, il y a un seuil de transition que l'on va retrouvernum�eriquement.En partant d'un point des orbites d�ej�a �etudi�ees et ave une valeur mod�er�ee de' = 100, la trajetoire (�g. 23) onverge au point entral en passant par l'aile droitede l'attrateur.
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Fig. 23 { Lorenz ave bloage de ',ii �a la valeur 100. -8
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Fig. 24 { Lorenz ave bloage de ',ii �a la valeur 400.
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Fig. 25 { Lorenz ave bloage de ', ii �a la valeur 40.Ave une valeur plus grande, de 400, l'e�et rotatif du d�epart est a�el�er�e et lepoint orbite autour de l'aile droite avant de onverger. Pour une valeur plus faible1partie e�etu�ee ave stepH. 17
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Fig. 26 { SLTC :2,7,17 ave bloage de ', ii �a la valeur 400.de ' = 40, la �gure 25, on onstate une fuite exponentielle le long de la droite depente environ 2. On trouve l'existene d'un autre seuil ette fois-i entre fuite etrotation. Ce seuil explique que la partie des quatre orbites prohe du p�erig�ee soitbleue - et qu'on l'ait quali��ee de r�epulsion par le point entral.En repartant de la valeur 400 qui fait orbiter le point ourant �a droite avant deonverger au point entral, on regarde les e�ets-en-retour non-L des transferts dereopie de x et y, et elui orrespondant �a xz. Le �gure 26 montre bien les osillationsamorties dans les trois as d�es que xy est bloqu�e. Compar�e au gain non osillant dela boule ouverte, ei on�rme l'absene des osillations en boule ouverte du TLS,et montre justement qu'apr�es la d�eroissane des osillations, le syst�eme devientlin�eaire.
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0.4 Analyse du SLTC aux points �xesAu point gauhe de non-onvetion (NCC)1L'e�et en retour non-L �a une perturbation en un point �xe de onvetionstable (x = �6p2; y = x; z = 27) est une osillation divergente, orrespondant�a l'instabilit�e de e point (�g. 27). On peut traer la trajetoire orrespondante des
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Fig. 27 { SLTC :12=xy au pointgauhe de onvetion stable. -15
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Fig. 28 { SLTC :2=x versus 7=y aupoint gauhe de onvetion stable.e�ets SLTC de transferts reopiant x et y, omme sur la �gure 28. On onstatelairement l'e�et de r�epulsion orbitale du point NC. On l'a pr�e�edemment quali��ed'attratif orbital, mais '�etait en omparaison de la divergene Lyapunovienne defond.La roissane du rayon est donn�ee dans la �gure 29 et on retrouve le Lyapunov
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Fig. 29 { SLTC :x versus y au point de NC, en log rayon.de 0.95, notre quali�ation �etait don orrete : il y a \stabilisation orbitale" le longdu Lyapunov.1idem. 19



Au point entralSi maintenant on se plae au point entral, on trouve que l'e�et sur xy reste nul,et que la trajetoire des e�ets dans le plan x; y fuyent le point entral en passantloin du point de onvetion stable (point C sur la �gure 30).
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Fig. 30 { SLTC :x versus y au point entral.In �ne, on peut ajouter une remarque en rapport ave les d�eveloppementsm�ethodologiques �evoqu�es en synt�ese du Lorenz. La roissane le long du premierLyapunov semble enti�erement due �a l'e�et r�epusif mais orbital (\aross") des pointsde onvetion stable, ave des exursions en-dessous et au-dessus lorsque l'e�etstritement r�epulsif (\along") du point entral. C'est en gros e que l'on attenddu formalisme �a d�evelopper.
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Annexe : Lien entre e�ets L et non-L de r�etroationComment les e�ets stationnaires se ombinent-t-ils pour onstituer la r�esultantenon-L (SLTC) ? On onsid�ere une variation inr�ementale de la fontion�g(t+ Æt; s) = < y(t+ Æt) j Z t+Æts �(t + Æt; �) j b(�) >d�= (< y(t+ Æt) j � < y(t) j + < y(t) j)�Z t+Ætt exp(A(t+ Æt� �)) j b(t) >d� + Z ts �(t + Æt; �) j b(�) >d��= (< �y(t; dt) j + < y(t) j) (2)�A�1(I � exp(AÆt)) j b(t) > +(I + AÆt) Z ts �(t; �) j b(�) >d��le fateur �a < y(t) j onstante multiplie la partie stationnaire de l'expressionentre rohets pour donnner l'e�et SLT : �sg(Æt), et donne, ave la matrie unit�edu d�eveloppement de exp(AÆt), l'e�et SLTC : �g(t; s). On a don au premier ordreet �a < y j onstante une onstrution additive de l'e�et non-L par les stationnaires,ave un terme en Æt suppl�ementaire :�g(t+ Æt; s) (1)' �g(t; s) + �sg(Æt)+ < y j AÆt Z ts �(t; �) j b(�) >d� (3)C'est en partiulier la onstrution de l'e�et non-L lorsque le gain est alul�e aveun transfert opie d'une omposante d'�etat. On peut �a pr�esent onsid�erer le termeen variation de ette matrie :+ (2)= < �y(t; dt) j �A�1(I � exp(AÆt)) j b(t) > +(I + AÆt+ :::) Z ts �(t; �) j b(�) >d��' < �y(t; dt) j Z ts �(t; �) j b(�) >d�en supposant Æt tel que < �y(t; dt) j� Æt.Finalement au premier ordre :�g(t + Æt; s) (1)' �g(t; s) + �sg(Æt)+ < y(t)A(t)Æt +�y(t; dt) j Z ts �(t; �) j b(�) >d�(4)Ainsi, et même �a< y j onstante, on a ertes un e�et imm�ediat d'aumulation, maisompl�et�e par un e�et umulatif, et rien ne permet de pr�esager de leur importanerelative.Si on voulait e�etuer e alul, le hoix de Æt serait essentiel pour \piquer" ladur�ee signi�ative de �sg, et devrait se baser sur la variation des trois Jaobiennes.On peut �eventuellement ajouter au alul l'evolution des Jaobiennes et reprendrele d�eveloppemnt pr�e�edent ?
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